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5. IDENTIFICAREA STATISTICĂ A SISTEMELOR

Este abordată problema determinării directe a modelului 

parametric al unui sistem din datele de intrare-ieşire. 

La baza dezvoltării metodele de identificare statistică stau următoarele 

elemente:

• Modelul utilizat este de tip ecuaţia stocastică cu diferenţe, 

foarte avantajoasă din punct de vedere numeric;

• Teoria estimaţiei se aplică pentru soluţionarea problemelor de 

identificare; avantaje faţă de metodele de optimizare parametrică;

• Semnalul de intrare este considerat necorelat cu perturbaţiile; 

aceasta presupune că sistemele sunt fără reacţie.

• Prelucrarea datelor se poate face fie off-line, fie on-line.



5.1. Concepte de identificabilitate

Se consideră, de exemplu, un sistem (S) liniar, discret în timp, 

având ca perturbaţie un proces aleator cu densitate spectrală 

raţională, descris de ecuaţia:
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Sistemul (S) este caracterizat de:

• vectorul parametrilor adevăraţi θ* care conţine coeficienţii

funcţiilor de transfer H*(q-1) şi H1
*(q-1);

• λ*2 este dispersia zgomotului alb e*(k).

• Numărul şi valorile parametrilor adevăraţi cât şi λ*2 sunt

necunoscute.
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(S) 

În aceste ipoteze este raţională alegerea unui model M din

clasa de modele (M12)
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cu vectorul   al parametrilor şi dispersia 2 a zgomotului, 

care trebuie determinaţi din datele de intrare–ieşire printr-o 

anumită metodă de estimare.

Numărul parametrilor depinde de indicii de structură, deci de 

gradele polinoamelor funcţiilor de transfer H(q-1) şi H1(q
-1). 



Pentru o structură data, clasa de modele (M) conţine o

infinitate de modele, în funcţie de valorile parametrilor  . Este

posibil ca vectorul  să coincidă sau nu cu valorile adevărate

θ*.

Pentru o structură precizată se defineşte mulţimea valorilor 

parametrilor modelului 
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care reprezintă acei parametri pentru care structura precizată a modelului

reprezintă perfect sistemul.

În funcţie de structură pot apărea situaţiile:

• D(S,M) este o mulţime vidă. În acest caz modelul este

subparametrizat (conţine prea puţini parametri) şi nu poate să se descrie

adecvat sistemul.

• D(S,M) conţine un singur element. Acesta este cazul ideal, elementul

fiind chiar vectorul valorilor adevărate ale parametrilor.

• D(S,M) conţine mai multe elemente. Deci există mai multe modele care

dau o descriere perfectă a sistemului. În acest caz modelul conţine mai

mulţi parametri decât sistemul (model supraparametrizat).



Exemplul 5.1. Se consideră sistemul (procesul tehnologic)

descris de ecuaţiile
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sunt polinoame presupuse prime între ele. De asemenea, 

se consideră clasa de modele
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În acest caz mulţimea D(S,M) devine
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sau echivalent























)(

)(

)(

)(

)(

)(
  ;),(

1

1

1

1

1

1

qC

qC

qB

qB

qA

qA
MSD  (5.7)

ncncnbnbnana   ,,

ncncnbnbnana   ,,

Dacă se presupune

contrazicerea faptului că polinoamele A, B, C ar fi prime între

ele. Şirul de egalităţi este posibil dacă

se ajunge la
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În acest caz este evident că
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cu coeficienţi arbitrari.



Şirul de egalităţi este echivalent cu sistemul:
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ceea ce arată că în acest caz polinoamele modelului sunt

“proporţionale” cu cele adevărate.

Astfel dacă n*> 0, există o infinitate de soluţii ale problemei,

obţinute pentru diferite valori ale coeficienţilor polinomului L(q-1).

Dacă  n*= 0,  L(q-1) = 1 şi problema are soluţie unică. 

Condiţia  n*= 0 arată că cel puţin unul din polinoamele  A, B, C

are acelaşi grad ca polinomul corespunzător al sistemului.

În concluzie, pentru un model ARMAX, dacă structura este 

aleasă astfel încât:

a) n*< 0, atunci mulţimea  D(S,M) este vidă;



b) n*= 0, atunci mulţimea  D(S,M) are un singur element.

c) n*> 0, atunci mulţimea  D(S,M) are o infinitate de elemente

Se poate stabili legătura dintre conceptul de identificabilitate şi

conceptele de sistem (S), model (M), condiţiile experimentale (E)- care

se referă la calitatea datelor de intrare-ieşire din sistem şi metoda de

estimare – identificare a parametrilor (I) sau de soluţionare propriu-zisă

a identificării pentru un model de structură dată.

̂Dacă  este vectorul parametrilor unui model ales şi

acestui vector dedusă din datele de intrare-ieşire concrete, atunci

rezultă că este o funcţie de sistem, model, metoda
de estimare, condiţii experimentale şi volumul datelor

experimentale N.

Definiţia 5.1. Un sistem S este identificabil şi se notează SI(M, I,

E) dacă când N → ∞ (c.p. - converge),(    ),,,,(ˆ MSDcpNEIMS

în probabilitate) ; D(S,M)   (mulţimea vidă) .

este valoarea

),,,,(ˆˆ NEIMS 
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5.2. Metoda celor mai mici pătrate off – line
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Dintre metodele de estimare parametrică directă, metoda

celor mai mici pătrate, CMMP, este cea mai veche. Metoda se

utilizează pentru determinarea modelului părţii deterministe al

unui sistem perturbat folosind drept criteriu eroarea medie

pătratică de modelare, fig.5.1.
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Se consideră un sistem monovariabil (SISO) descris de ecuaţiile

cu diferenţe:
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şi se presupune că ipotezele statistice generale I1  I6 sunt

îndeplinite. Se introduc notaţiile:
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Vectorul θ* este vectorul parametrilor sistemului; vectorul )(k

este funcţie de datele de intrare şi de ieşire până la momentul

k şi reprezintă "istoria" evoluţiei procesului. Cu aceste notaţii

sistemul (5.13) se scrie în forma
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Fiind cunoscute datele de intrare - ieşire din sistem conţinute în 

vectorii:
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astfel încât eroarea medie pătratică de modelare să fie minimă.

Funcţia criteriu se poate explicita astfel

 

  














N

k

N

k

N

k
m

kuqBkyqA
qAN

ku
qA

qB
ky

N
kyky

N
V

1

211

12

1

2

1

1

1

2
1

))()()()((
)(

11

))(
)(

)(
)((

1
)),()((

1
)( 

(5.17)

Se observă că funcţia criteriu este puternic neliniară în parametri.
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trebuie utilizat un algoritm de gradient, care deseori presupune un volum

mare de calcule. Dacă se foloseşte criteriul celor mai mici pătrate

ponderate:
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criteriul devine pătratic în parametrii  şi problema se poate

rezolva analitic. În relaţia (5.19) s-a notat
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Pentru obţinerea soluţiei:



Estimatorul celor mai mici pătrate

se obţine din ecuaţiile :
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Estimatorul LS̂

şi există dacă matricea hessian este pozitiv definită.

este funcţie de datele măsurate de intrare - ieşire 
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estimatorul poate fi pus într-o formă mai simplă
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cu condiţia 0T

.

Relaţia (5.22) se implementează mai greu numeric (necesită 

memorarea matricei  de dimensiuni foarte mari)

Cu notaţia
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estimatorul poate fi pus într-o formă mai simplă
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cu condiţia 0T

.
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este predictorul de pas a lui y(k), (o funcţie de datele

trecute ale intrării şi ieşirii), iar
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este eroarea de predicţie de pas. Rezultă că estimatorul LS̂

poate fi privit ca estimator care minimizează eroarea de predicţie

de pas (MEP).



2. Diferenţele
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se numesc reziduali. Cu această notaţie modelul (M) poate fi

scris
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şi estimatorul CMMP se obţine prin minimizarea funcţiei criteriu
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Se observă că
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Reziduul reprezintă incertitudinea în comportarea

modelului determinat în raport cu comportarea sistemului.

Dacă se calculează reziduul optimal
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se observă că acesta depinde atât de calitatea estimatorului

cât şi de perturbaţie. Atunci când , rezultă că



Se presupune )()(   ,0 kkn  

se înlocuieşte y(k) din relaţia (5.15), pentru că ieşirea este

generată de sistem. Se obţine

În expresia estimatorului CMMP
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5.2.1. Analiza estimatorului celor mai mici pătrate

Prin analiza unui estimator se apreciază calităţile
estimatorului şi precizia lui.
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înlocuit cu şi prin urmare din (5.29) rezultă   
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Conform ipotezelor generale acceptate, media E[v(k)] = 0 , şi

din (5.30) rezultă că  ]ˆ[ LSE ; deci estimatorul este nedeviat.



Teorema 5.1. Fiind dat un sistem fără reacţie (S)
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şi considerând că  sunt îndeplinite condiţiile:

1. u(k) şi v(k) necorelate;

2. u(k) este semnal persistent de ordin nb;

3.v(k) este zgomot alb ; 

4.

atunci estimatorul celor mai mici pătrate este consistent.
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Demonstraţie.

LS̂ este un estimator consistent al parametrilor adevăraţi θ* dacă
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Din analiza relaţiilor (5.30) şi (5.31) rezultă că LS̂

este consistent dacă şi numai dacă
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Elementele implicate în această limită se pot prelucra astfel:

a). În prima limită
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elementele matricei sunt covarianţe de eşantion.



În condiţiile ipotezelor făcute asupra sistemului şi intrării u(k),

covarianţele de eşantion tind la cele teoretice, astfel că se

poate scrie nb
na
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în care Ruu şi Ryy sunt matricile Toeplitz ale semnalelor de

intrare şi respectiv, de ieşire, iar Ruy , Ryu sunt matricile de

intercorelaţie intrare - ieşire. Deoarece u(k) este un semnal

persistent nb, SPnb, rezultă că Ruu > 0.

În ipotezele făcute, dacă la intrarea sistemului se aplică

un semnal persistent, atunci ieşirea acestuia este de

asemenea un semnal persistent, deci şi Ryy > 0.

Pentru matricea R este pozitiv definită ; aceasta este0n

condiţia necesară pentru ca funcţia criteriu să atingă un minim
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b). A doua limită din (5.32) se poate scrie
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La limită elementele acestei matrici reprezintă corelaţiile

teoretice. În ipoteza că u(k) şi v(k) sunt necorelate rezultă

Rvu(k) = 0, pentru k=1, 2, …..,nb. Deoarece

0)()()()()( )(   kRkRkRkRkR vvvvvxvxvvy

şi cum  v(k) este considerat zgomot alb, rezultă că şi  Rvv(k) = 

0, pentru k = 1, 2, ., n. În această situaţie
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şi estimaţia LS̂

Observaţie. Condiţia de persistenţă impusă semnalului de intrare

este de fapt o condiţie de existenţă a soluţiei problemei de

minimizare a funcţiei criteriu ; în caz contrar nu se poate afirma nimic

despre singularitatea matricei

este consistentă în condiţiile teoremei 5.1.
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LS̂

Faptul că estimatorul

este zgomot alb restrânge aplicabilitatea acestuia numai la

cazurile în care modelul de zgomot H1(q
-1)=1, cazuri care sunt

destul de rare. Există totuşi situaţii particulare în care

estimatoru l , care este un estimator al părţii deterministe a

sistemului, este consistent chiar dacă zgomotul este corelat..

este consistent numai dacă v(k)

Metoda celor mai mici pătrate poate fi ilustrată prin schema

din fig. 5.2. în care )(k
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este eroarea de modelare generalizată. Se observă că algoritmul 

CMMP conduce la minimizarea erorii medii pătratice generalizate
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B(q-1)

ε(k)

LSθ̂

Fig. 5.2 
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Este necesar să se definească matricea de date intrare-

ieşire z=[y, u] sau data şi să se cunoască structura definită

prin vectorul nn= [na nb ni ], în care na şi nb sunt gradele

polinoamelor A şi respectiv B, iar ni este întârzierea. Modelul m

obţinut este în forma polinomială IDPOLY pentru sistemele cu o

singură ieşire sau în forma IDARX pentru sisteme cu mai multe

ieşiri , sau sub forma THETA. Se utilizează funcţia arx care

este apelată în formele:

m =arx(z,nn);  m=arx(data,nn); 

m =arx(data,’na’,na,’nb’,nb,’ni’,ni) (5.38)

5.2.2.Estimarea parametrilor pentru modele ARX

În MATLAB metoda CMMP off-line este utilizată pentru

estimarea parametrilor modelelor de tip ARX descrise de

ecuaţii cu diferenţe de forma



.

m =arx(z,nn);  m=arx(data,nn); 

m =arx(data,’na’,na,’nb’,nb,’ni’,ni)

Pentru găsirea soluţiei se minimizează eroarea de predicţie pe baza 

algoritmului Gauss-Newton. Tipic se utilizează opţiunile: 

focus(’prediction’, ’simulation’,   ’stability’ or a prefilter); 

inputdelay;

fixeparameter (parametrii unui model nominal care rămân fixaţi); 

noicevariance (determină norma ieşirii în cazul ieşirilor multiple).



Exemplul 5.2. Se consideră sistemul monovariabil discret definit prin 

polinoamele A=[1 -1.2 0.6]; B=[0 1 0.5]; pentru partea deterministă 

şi C=[1 -0.8 0.4] pentru caracterizarea perturbaţiilor. Se asociază 

acestui sistem modelul m

>> m=idpoly(A,B,C).

Discrete-time IDPOLY model: A(q)y(t) = B(q)u(t) + C(q)e(t) ;t=k

A(q) = 1 - 1.2 q^-1 + 0.6 q^-2

B(q) = q^-1 + 0.5 q^-2

C(q) = 1 - 0.8 q^-1 + 0.4 q^-2

Se generează un semnal de intrare pseudoaleator binar u(k) şi un semnal

perturbator aleator e(k):

>> u=sign(randn(500,1));

>> e=0.1*randn(500,1);

Se determină prin simulare numerică răspunsul sistemului y(k) pentru

aceste semnale de intrare

>>y=idsim([u,v],m); % comentariu v=e;



Se consideră o matrice z cu vectori coloană conţinând datele de ieşire şi de

intrare, eşantioanele cu numerele de la 1 la 300.

>>z=[y(1:300) u(1:300)];

- Se reprezintă grafic primele 100 de eşantioane de intrare-ieşire,

prezentate în fig.5.3

- >>idplot(z, 1:100)
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Prin metoda CMMP se caută un model cu doi poli, na=2, cu două zerouri , 

nb=2 şi întârzierea ni=1. Cu funcţia arx se obţine modelul tha, care este 

afişat cu   funcţia present.

>>nn=[2 2 1]   

>>tha=arx(z,nn) ; >>present(tha)
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Discrete-time IDPOLY model: A(q)y(t) = B(q)u(t) + e(t); % t =k    

A(q) = 1 - 1.193 (+-0.005301) q^-1 + 0.5952 (+-0.004927) q^-2

B(q) = 0.9961 (+-0.007202) q^-1 + 0.5144 (+-0.009201) q^-2

Estimated using ARX from data set z                 

Loss function 0.0148494 and FPE 0.0152507                    

Sampling interval: 1                                         

Sunt prezentate valorile coeficienţilor polinoamelor şi abaterile lor 

standard.   Cu funcţia resid se determină reziduurile ea ale modelului 

ARX şi se reprezintă grafic în fig. 5.4. 

>>ea=resid(z,tha);



0 5 10 15 20 25
-1

-0.5

0

0.5

1
Functia de corelatie a reziduurilor. Iesirea y- Model ARX

-30 -20 -10 0 10 20 30
-0.2

-0.1

0

0.1

0.2
Functia de intercorelatie intre intrarea u si residuurile din iesirea y 

k

Fig. 5.4

Se reprezintă grafic răspunsul sistemului, y şi a modelului ARX, ym, 

pentru primele 50 de eşantioane, în fig.5.5

>>plot(t1,y(1:50),'b',t1,ym(1:50),'g');grid

>>title('Răspuns sistem y, răspuns model ARX - ym')
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