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5. IDENTIFICAREA STATISTICA A SISTEMELOR

Este abordata problema determinarii directe a modelului
parametric al unui sistem din datele de intrare-iesire.

La baza dezvoltarii metodele de identificare statistica stau urmatoarele
elemente:

 Modelul utilizat este de tip ecuatia stocastica cu diferente,
foarte avantajoasa din punct de vedere numeric;

 Teoria estimatiei se aplica pentru solutionarea problemelor de
identificare; avantaje fata de metodele de optimizare parametrica;

« Semnalul de intrare este considerat necorelat cu perturbatiile;
aceasta presupune ca sistemele sunt fara reacfie.

 Prelucrarea datelor se poate face fie off-line, fie on-line.



5.1. Concepte de identificabilitate

Se considera, de exemplu, un sistem (S) liniar, discret in timp,
avand ca perturbafie un proces aleator cu densitate spectrala
rationala, descris de ecuatia:

o YRSHE@EHIE@YER)

cove®(k) = A1

Sistemul (S) este caracterizat de:

« vectorul parametrilor adevarati 8 care contine coeficientii
functiilor de transfer H'(gt) si H,"(q%);

« A2 este dispersia zgomotului alb e’(k).

 Numarul si valorile parametrilor adevarati cat si A% sunt
necunoscute.



(S) y(k)=H"(q)u(k)+H; (g 7)e" (k)

cove® (k) = 271 (5.1)

In aceste ipoteze este rationald alegerea unui model M din
clasa de modele (M,,)

y(k) = H (™ u(k) +H, (g )e(k) (5.2)

(M)
cove(k) = A1

cu vectorul 6 al parametrilor si dispersia A% a zgomotului,
care trebuie determinafi din datele de intrare—iesire printr-o
anumita metoda de estimare.

Numarul parametrilor depinde de indicii de structura, deci de
gradele polinoamelor functiilor de transfer H(g?) si H,(g%).



Pentru o structura data, clasa de modele (M) contine o
Infinitate de modele, n functie de valorile parametrilor 6 . Este
posibil ca vectorul & sa coincida sau nu cu valorile adevarate
6.

Pentru o structura precizata se defineste mulfimea valorilor
parametrilor modelulul

D(S,M)={0H(q™)=H"(q"), Hy(™)

care reprezinta acel parametri pentru care structura precizata a modelului
reprezinta perfect sistemul.

In functie de structura pot aparea situatjile:
« D(SM) este o multiime vidad. In acest caz modelul este
subparametrizat (contine prea putini parametri) si nu poate sa se descrie
adecvat sistemul.
* D(S,M) contine un singur element. Acesta este cazul ideal, elementul
fiind chiar vectorul valorilor adevarate ale parametrilor.
« D(S,M) contine mai multe elemente. Deci exista mai multe modele care
dau o descriere perfectd a sistemului. In acest caz modelul contine mai
multi parametri decat sistemul (model supraparametrizat).

Hi(Q7); =27 69



Exemplul 5.1} Se considera sistemul (procesul tehnologic)

descris de ecuatiile
A"(q)y(k) =B (g )u(k)+C" (g ™)e" (k)
cove®(k) =471 (5.4)

(S)

unde A'(qt) =1+ afq‘1+....+a:a*q‘“a*

B'(@")=bq” +b,q? +..+b".q™
C(q)=1+cq " +...+ c:C*q‘”C*

sunt polinoame presupuse prime intre ele. De asemenea,
se considera clasa de modele

(M) A(q)y(k) = B(a™)u(k) +C(q™)e(k) (5.5)
cove(k) = 21

Aq ) =1+a,q" +...+a,q"™
unde
B(a™)=bgq " +b,q” +....+b,,q™"

C(@")=1+c, g +c,g* +...+c g™



In acest caz multimea D(S,M) devine

B'(q™) B(g).C(q") _C(q).
D(S,M)=16 I=2 .
s {‘A*(q‘l) A A AQY) } (5-:6)
sau echivalent ¢\ { 9‘ r e A*(q—_ll) _ B*(q‘_ll) _ c*(q—_ll)} (5.7)
A(q”) B(a) C(q)

Daca se presupune na<pa*,nb<np*,nc<nc* se ajunge la
contrazicerea faptului ca polinoamele A, B, C ar fi prime intre
ele. Sirul de egalitati este posibil daca na>na*,nb>nb*,nc>nc*
n" =min(na-na“,nb—np*,nc—nc*) =0 (5.8)
In acest caz este evident ca

A@Y) _ B@) _ C@) _) 4
A@h B'(@hH C'@ah)

-n*

E 3
unde L(@)=1+Lg " +...+1..g™" este un polinom de grad N

cu coeficienti arbitrari.



Sirul de egalitati este echivalent cu sistemul:
A(@™)=A"(a)L(a™)
B(C —1) _ B*(C —1) _(C —l) (510)
C(q)=C"(g™)L(a™)
ceea ce arata ca Tn acest caz polinoamele modelului sunt
“proportionale” cu cele adevarate.

Astfel daca n™> 0, exista o infinitate de solutii ale problemei,
obtinute pentru diferite valori ale coeficientilor polinomului L(g™).

Daca n'=0, L(g?) =1 si problema are solutie unica.
Conditia n"= 0 arata ca cel putin unul din polinoamele A, B, C
are acelasi grad ca polinomul corespunzator al sistemului.

In concluzie, pentru un model ARMAX, daca structura este
aleasa astfel incat:

a) n'< 0, atunci multimea D(S,M) este vida;



b) n"= 0, atunci multimea D(S,M) are un singur element.
c) n™> 0, atunci multimea D(S,M) are o infinitate de elemente

Se poate stabili legatura dintre conceptul de identificabilitate si

conceptele de sistem (S), model (M), conditiile experimentale (E)- care

se refera la calitatea datelor de intrare-iesire din sistem si metoda de
estimare — identificare a parametrilor (I) sau de solutionare propriu-zisa

a identificarii pentru un model de structura data.

Daca @ este vectorul parametrilor unui model ales si @ este valoarea
acestui vector dedusa din datele de intrare-iesire concrete, atunci
rezulta ca 6=6(S,M,1,E,N) este o functie de sistem, model, metoda
de estimare, conditi experimentale si volumul datelor

experimentale N.

Definitia 5.1. Un sistem S este identificabil si se noteaza SI(M, I,
E)dacd @(S,M,1,E,N) cp D(S,M) cand N — = (c.p. - converge

in probabilitate) ; D(S,M) = ¢ (multimea vida) .



5.2. Metoda celor mai mici patrate off — line

Dintre metodele de estimare parametrica directa, metoda
celor mai mici patrate, CMMP, este cea mai veche. Metoda se
utilizeaza pentru determinarea modelului partii deterministe al
unui sistem perturbat folosind drept criteriu eroarea medie

patratica de modelare, fig.5.1.
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Se considera un sistem monovariabil (SISO) descris de ecuatiile

cu diferente:
A (q7)y(k) =B*(q7)u(k) +v(k)

—na*

A =1+a,0 "+, a0 (5.13)

B* () =bq "+, b g™ 1k=1,2,..
Si se presupune ca ipotezele statistice generale I, + |, sunt
indeplinite. Se introduc notatiile:

*

0" =[ar,...8ngn by e, D]’
?(k)=[-y(k =1),.....=y(k =na"),u(k =1),...,u(k —nb")]"

Vectorul 6 este vectorul parametrilor sistemului; vectorul #()

este functie de datele de intrare si de iesire pana la momentul
K si reprezinta "istoria” evolutiei procesului. Cu aceste notatii
sistemul (5.13) se scrie in forma

y(k)=¢' (k)o"+v(k) (5.15)

(5.14)



Fiind cunoscute datele de intrare - iesire din sistem continute in
vectorii: U =[u(@),u(2),...,u(N)]"
Y =[y(@®),y(),...,y(N)I'
problema de identificare se refera la determinarea parametrilor
modelulur: Ay, (k) = B(a™)u(k)
AgH)=1+a,q " +..+a,q"™

B(q™) =b,q " +bpq " 4.+ by ™
astfel incat eroarea medie patratica de modelare sa fie minima.
Functia criteriu se poate explicita astfel

V0) = o £ - .0 = 900~ 5 Jugoy’ -
1IN ] (5.17)

_ -1 . -1 2
_NglAz(q‘l)(A(q )y(k) —B(q ")u(k))

(5.16)

Se observa ca functia criteriu este puternic neliniara in parametri.



Pentru obtinerea solutjei: é = dl( mean ((9) (5.18)

trebuie utilizat un algoritm de gradient, care deseori presupune un volum
mare de calcule. Daca se foloseste criteriul celor mai mici patrate
ponderate:

V(0) == 3R (YK) - yn (k. O)) = = > A(q)e (k,6)
N k=1 N k=1

Sau

V(6) = 1 %(A(q—l)y(k) -BAUK) = (51

NZ(Y(k) o' (k)9)’
k=1

criteriul devine patratic Tn parametrii & si problema se poate
rezolva analitic. In relafia (5.19) s-a notat

o(K) = [~ y(k =1),....—y(k —na),u(k —1),....,u(k —nb)]" (5.20)



Estimatorul celor mai mici patrate Gepme = O.s
se obtine din ecuatiile

wv ()= VO _ 2;51(— o)) y(K) — 0" (K)0)=0
oN@G) 1N
VA (0) = =2—>(oo(k K
©) =27 =2 Y (p(0)" (k) >0

si este dat de relatia
. 1 o
s =( 2et00 0] [ Betoyt] 520

Estimatorul 65 este functie de datele masurate de intrare - iesire
si exista daca matricea hessian este pozitiv definita.

Cu notatia o' (1)

® =[p(D)...0(N)]' sau @

o' (N)_
estimatorul poate fi pus intr-o forma mai simpla



Cu notatia o' (1)

®=[p@Q)...o(N)]'  sau  @=|

o' (N))

estimatorul poate fi pus intr-o forma mai simpla

|
0, s =[%®T .cp} %@TY = (@' - )"y (5.22)

cu condia @' ® >0

Relatia (5.22) se implementeaza mai greu numeric (necesita
memorarea matricel @ de dimensiuni foarte mari)



-1
0, s :[ﬁqﬂ .cp} %@TY = (@' - ®)'D'Y  (5.22)

Cu conditla @'®>0

Observatii :
1. Criteriul V(H):% k%_1(y(k)—(pT (k)92  poate fi privit ca un

criteriu al erorii de predictie. Se observa ca
o' (k)0 =-ayk-1)-a,yk-2)..—a,yk—na)+
+bu(k —1) +bu(k —2) +.....+ b u(k —nb) = y(k /(k —1))

este predictorul de pas a lui y(k), (o functie de datele
trecute ale intrarii si iesirii), iar

y(K)—o' (K)0=y(K)-y(kik-)=¢,(k,0) (5.29)

este eroarea de predictie de pas. Rezulta ca estimatorul 6,

poate fi privit ca estimator care minimizeaza eroarea de predictie
de pas (MEP).

(5.23)



2. Diferentele

e(k) = A[@ ) y(k)-B(a )u(k) = y(k) - o' (k)&

se numesc reziduali. Cu aceasta notatie modelul (M) poate fi
SCris

(M) A(@™)y(k) - B(q)u(k) = &(k) (5.25)
si estimatorul CMMP se obtine prin minimizarea functiei criteriu

V(6) = % k%_152(10 _E[ee] 5.26)

Se observa ca

s(k)=p' (K)g"+Vv(k)-¢' (k)¢



n"=min(na—npa*,nb—npb") >0
@ poate fi extins la dimensiunea na+nb

6" =[a,..a . 0.0bb,. b .0.0] (5.27)

7(K) = [=y(k =1),.....—y(k —na),u(k —1).....u(k —nb)"

deci dim@(k)=dimp(k) si  dimg*=dimé

lar

Reziduul reprezinta Incertitudinea 1n comportarea
modelului determinat in raport cu comportarea sistemului.
Daca se calculeaza reziduul optimal

2(k) = " (K)(O" = O.s) +V(K) (5.28)

se observa ca acesta depinde atat de calitatea estimatorului
cat si de perturbatie. Atunci cand 4, »¢* , rezultd ca 2(k)—v(k)



5.2.1. Analiza estimatorului celor mai mici patrate

Prin analiza unui estimator se apreciaza calitatile
estimatorului si precizia lui.

Se presupune n"=0, #(k)=¢(k) In expresia estimatorului CMMP
se inlocuieste y(k) din relatia (5.15), pentru ca iesirea este
generata de sistem. Se ob{ine

s =[k§=1¢<k)<f (k)1 égo(k)y(k) _

(5.29)

o kNglco(k)coT (1 égo(k)(qf (K)9" +v(K)]



Daca vectorul 6 este de dimensiune extinsa atunci g (k) poate fi
inlocuit cu (k)  sj prin urmare din (5.29) rezult

(5.30)

O, = +[2¢(k>¢ (k)]—lzqo(k)wk)

Conform ipotezelor generale acceptate, media E[v(k)] = 0, si
din (5.30) rezulta ca E[d]1=¢" ; deci estimatorul este nedeviat.



Teorema 5.1. Fiind dat un sistem fara reactie (S)

y(k)=9' (k)g"+V(k) =" (k)0 +V(k)
si considerand ca sunt indeplinite conditiile:
1. u(k) si v(k) necorelate;
2. Uu(k) este semnal persistent de ordin nb;

3.v(k) este zgomot alb ;
4.n"=min(na—-na*,nb—nb*) =0

atunci estimatorul celor mai mici patrate este consistent.

Demonstratie.
0 s este un estimator consistent al parametrilor adevarati 8" daca

Iim QLS — 9* (5.31)



Din analiza relatiilor (5.30) si (5.31) rezulta ca 4,
este consistent daca si numai daca

(5.32)

Elementele implicate Tn aceasta limita se pot prelucra astfel:
a). In prima limita

elementele matricei sunt covariante de esantion.



In conditiile ipotezelor facute asupra sistemului si intrarii u(k),
covariantele de esantion tind la cele teoretice, astfel ca se

poate scrie na nb
1 N ' Ryy —Ryu na
R=1lim =YoKk)p (k)=| ...
N— N Efp( Jo (k) -R, Rus |y (5.33)

in care R, si R, sunt matricile Toeplitz ale semnalelor de
intrare si respectiv, de iesire, iar R, , R, sunt matricile de
intercorelatie intrare - iesire. Deoarece u(k) este un semnal
persistent nb, SPnb, rezulta ca R, > 0.

In ipotezele facute, daca la intrarea sistemului se aplica
un semnal persistent, atunci iegsirea acestuia este de
asemenea un semnal persistent, deci si R,, > 0.

Pentru ,*>0 matricea R este pozitiv definita ; aceasta este
conditia necesara pentru ca functia criteriu sa atinga un minim

N
R= lim - Y (k)" (K) >0 (5.34)
N—o N k=1



b). A doua limita din (5.32) se poate scrie

[= Rvy(l) ]
. i N . 'Rvy(na)
Iim . Efo(k)v(k) "R )

Ry (nb)

La limita elementele acesteli matrici reprezinta corelatiile
teoretice. In ipoteza ca u(k) si v(k) sunt necorelate rezulta
R,,(K) =0, pentru k=1, 2, .....,nb. Deoarece

Rvy(k) ~ I:\)v(x+v)(k) =R (k) + R, (k) =R, (k) =0

sicum v(k) este considerat zgomot alb, rezulta ca si R, (k) =
0, pentruk =1, 2, ., n. In aceasta situatie

lim = ¥ p(k)v(k) =0 (5.35)
N—wo N k=1



siestimatia ds este consistents in conditiile teoremei 5.1.

Observatie. Conditia de persistentd impusa semnalului de intrare
este de fapt o conditie de existenta a solufiei problemei de
minimizare a functiei criteriu ; in caz contrar nu se poate afirma nimic
despre singularitatea matricei

1 N
=N ;qo(k)(o (k)
Faptul ca estimatorul 6’LS este consistent numai daca v(k)

este zgomot alb restrange aplicabilitatea acestuia numai la
cazurile Tn care modelul de zgomot H,(q*)=1, cazuri care sunt
destul de rare. Exista totusi situatii particulare in care
estimatoru 4.l , care este un estimator al partii deterministe a

sistemulul, este consistent chiar daca zgomotul este corelat.
Metoda celor mai mici patrate poate fi ilustrata prin schema
din fig. 5.2. in care ¢(k)



e(k) = A(@™)y(k)-B(q )u(k) (5.36)

este eroarea de modelare generalizata. Se observa ca algoritmul
CMMP conduce la minimizarea erorii medii patratice generalizate

- N,
0,5 =arg m6!n Elg (k) (5.37)

(k)

u(k) x(k)  + y(k)
Proces

v
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+
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5.2.2.Estimarea parametrilor pentru modele ARX

in MATLAB metoda CMMP off-line este utilizata pentru
estimarea parametrilor modelelor de tip ARX descrise de
ecuatii cu diferente de forma

A(q7)y(k) = B(q)u(k —ni) +e(k)

Este necesar sa se defineasca matricea de date intrare-
lesire z=[y, u] sau data si sa se cunoasca structura definita
prin vectorul nn= [na nb ni ], Tn care na si nb sunt gradele
polinoamelor A si respectiv B, iar ni este intarzierea. Modelul m
obtinut este In forma polinomiala IDPOLY pentru sistemele cu o
singura iesire sau in forma IDARX pentru sisteme cu mai multe
lesiri , sau sub forma THETA. Se utilizeaza functia arx care
este apelata n formele:

m =arx(z,nn); m=arx(data,nn);
m =arx(data,’na’,na,’nb’,nb, ni’,ni) (5.38)



m =arx(z,nn); m=arx(data,nn);
m =arx(data,’na’,na,’nb’,nb, ni’,ni)

Pentru gasirea solutiei se minimizeaza eroarea de predictie pe baza
algoritmului Gauss-Newton. Tipic se utilizeaza opfiunile:
focus(’prediction’, 'simulation’, ’stability’ or a prefilter);

Inputdelay;

fixeparameter (parametrii unui model nominal care raman fixati);

noicevariance (determina norma iesirii in cazul iesirilor multiple).



Exemplul 5.2. Se considera sistemul monovariabil discret definit prin
polinoamele A=[1-1.2 0.6]; B=[0 1 0.5]; pentru partea determinista
si C=[1 -0.8 0.4] pentru caracterizarea perturbatiilor. Se asociaza
acestui sistem modelul m

>> m=idpoly(A,B,C).

Discrete-time IDPOLY model: A(q)y(t) = B(q)u(t) + C(g)e(t) ;t=k

Al =1-1.29"1+ 0.6 g"-2

B(gq) =g*-1+ 0.5 g"-2

C(q)=1-0.8g™1+0.49g"-2

Se genereaza un semnal de intrare pseudoaleator binar u(k) si un semnal
perturbator aleator e(k):

>> u=sign(randn(500,1));
>> e=0.1*randn(500,1);

Se determina prin simulare numerica raspunsul sistemului y(k) pentru
aceste semnale de intrare

>>y=idsim([u,v],m); % comentariu v=g;



Se considera o matrice z cu vectori coloana continand datele de iesire si de
Intrare, esantioanele cu numerele de la 1 la 300.

>>7=[y(1:300) u(1:300)];
- Se reprezinta grafic primele 100 de esantioane de intrare-iesire,
prezentate in fig.5.3
- >>idplot(z, 1:100)

Metoda CMMP -marimea de iesire y
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Prin metoda CMMP se cauta un model cu doi poli, na=2, cu doua zerouri,
nb=2 si intarzierea ni=1. Cu functia arx se obtine modelul tha, care este
afisat cu functia present.

>>nn=[2 2 1]

>>tha=arx(z,nn) ; >>present(tha)
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Fig. 5.3

Discrete-time IDPOLY model: A(q)y(t) = B(q)u(t) + e(t); % t =k
A(g) =1-1.193 (+-0.005301) g™-1 + 0.5952 (+-0.004927) g"-2
B(g) = 0.9961 (+-0.007202) g™-1 + 0.5144 (+-0.009201) g~-2

Estimated using ARX from data set z
Loss function 0.0148494 and FPE 0.0152507

Sampling interval: 1

Sunt prezentate valorile coeficientilor polinoamelor si abaterile lor
standard. Cu functia resid se determina reziduurile ea ale modelului

ARX si se reprezinta grafic in fig. 5.4.

>>ea=resid(z,tha);



Functia de corelatie a reziduurilor. lesirea y- Model ARX
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Fig. 5.4

Se reprezinta grafic raspunsul sistemului, y si a modelului ARX, ym,
pentru primele 50 de esantioane, in fig.5.5
>>plot(tl,y(1:50),'n',t1,ym(1:50),'g");grid
>>title('Raspuns sistem y, raspuns model ARX - ym')
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Fig. 5.5



